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On nomine, en general, nombrc algebrique reel tin nombre reel m 
qui est racine d’une equation non identique dc la forme 

(1 ) «/«“ + a t m‘~ X +....+«„= 0 , 

oil n, a 0 , a n sorit des nombres entiers; nous pouvons snpposer que 

les nombres n et « 0 sont positifs, que les coefficients n 0 , a v .... a„ n’ont 
pas de divisenr coramun et que l’equation (1) est irruductible; ces supposi- 
tions etant faites, il rcsulte des theoremes fondainentaux de l’arithmctiquc et 
de l’algebre que l’equation (1) admettant pour racine un nombre algebrique 
reel determine est une equation entierement deter mince;, inversement it une 
equation de la forme (1) correspondent au plus aiitantdu nombres algcbri- 
ques reels racines de cette equation, qu’il y a d’unitcs dans le degre n. 

Les nombres algebriques reels constituent par leur ensemble un 
systeme de nombres que nous designerons par (<o); ainsi qu’il rcsulte de 
considerations elementaires, ce systeme (to) de nombres est de telle nature 
qu il existe une infinite de nombres de (to). dont la difference avec un nom- 

( ) M. Georg Cantor ayant eu la bonte de nous promettro une sdrie d’articles nou- 
veaux coneernaut scs rechcrches sur la theorie des ensembles, nous pensons rendre service 
1 nos lecteurs eu reproduisaut d'abord iei en traduction franpaise les principaux nidmoircs 
de M. Cantor qui se rapportent it eo sujet; ils nous paraissent en effot indispensablcs it 
1 intelligence des nouveaux qui vont suivre et que- l'auteur publiera de mCmo en fraupais. 
La traduction a dtd revue et corrigeo par l’auteur. Le redacteur. 
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lire quelconquc a est. moindre qu’une quantite donnee si petite qu’elle soit. 
Cette retnarque rend d’autant plus frappante, au premier abord, la pro- 
priety suivante: Von pent faire correspondre , tin a un las nombres clu systeme 
(ot) 9 aux nombres y appartenant a la scrie des entiers positifs, suite qui 
sera designee par (y), de telle faeon qu’a chaque nombre algebriqne reel o> 
reponde mi nombre entier positif determine y, et qu’inverseinent a chaque 
nombre entier positif y reponde un nombre reel algebriqne o> completc- 
ment determine; en d’autres termes l’on peut imaginer les nombres du 
systeme (<») ranges suivant une certaine loi en une suite infinie 

( 2 ) . ... 10,, ... . 

dans laquelle figurent tous les nombres de la eategorie (o>), chacun d’eux 
se trouvant dans la suite (2) a une place determines indiquee par 1’indice 
correspondant. Une fois que l’on a trouve une loi permettant de ranger 
ainsi les nombres de ( to ), on en deduira d’autres de celle-la par des 
modifications que 1’on pourra choisir a volonte; il nous suffira done d’indi- 
quer, comme nous le faisons dans le § 1, le inode de classement qui nous 
parnit reposer sur le plus petit nombre de considerations. 

Pour donner une application de cettc propriety du systeme de tous 
les nombres algebriques reels, j’ajoute au § 1 le § 2 dans lequel je 
montre que, lorsque l’on considere eotnme donnee sous la forme (2) une 
suite quelconque de nombres reels, l’oti peut determiner, dans chaque 
intervalle (a .... /9) donne d’avance, des nombres -q non contenus dans 
cettc suite (2). En combinant les propositions contenues dans les §§ 1 
et 2, l’on obtient ainsi une demonstration nonvelle du theoreme suivant 
demontre pour la premiere fois par Liouvn.i,u (Journ. de Math. red. p. 
Lion vi lie 1° scrie, t. XVI, 1851): dans chaque intervalle («..../?) donne 
d’avance .il y a une infinite de nombres transcendents e’est a dire de 
nombres qui ne sent pas algebriques reels. De plus le theoreme du § 2 
donne la raison pour laquelle on lie peut pas faire correspondre un a 
un aux nombres entiers dc la serie (y) les nombres reels formant un 
systeme continu de nombres, e’est a dire par exemple, tous les nombres 
reels qui sont ^ 0 et ^ 1. Je suis ainsi arrive a trouver d’une fa 9 on 
nettc la difference essentielle qu’il y a entre un systeme continu de nom- 
bres et un systeme de nombres de l’espece de celui qui est forme par 
l’ensemblc de tons les nombres algebriques reels. 
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§ i- 

Re venous a l’equation (1) ;i hiquelle satisfsiit un liornbre algcbrique 
reel to et qui, d’apres les suppositions faites plus haut, est une equation 
entierement determinee; appelons hauteur du nombre o> la somme des 
valours absolues des coefficients augmentec du nombre n — 1, n etant le 
degre de l’equation; en designant cettc lmuteur par N et appliquarit une 
notation connue pour designer les valeurs absolues des nombres, on a, 
par suite, 

( 3 ) N = n — 1 + [a 0 ] + [a,] + ....+ [rt„|. 

Cette hauteur N est, par consequent, pour cliaque nombre algcbrique 
reel, un nombre entier positif determinee; inversement, a un nombre entier 
positif donne N ne correspondent qu’un nombre limite de nombres alge- 
briques reels ayant pour hauteur N' soit p(N) ce nombre, l’on aura, par 
exemple, y(l) = 1, fs(2) = 2, y(3) = 4. Les nombres du systeme (o>), 
c’est a dire tous les nombres algebriqucs reels peuvent done etre ranges 
dans l’ordre suivant: on prendra comme premier nombre a> v le seul 
nombre de hauteur N = 1 ; on ecrira a la suite par ordre de grandeurs 
croissantes les deux nombres algebriques reels de hauteur _?v r = 2 et on 
les designera par w. i , ai 3 ; puis, ii leur suite et par ordre de grandeurs 
croissaptes, on ecrira les quatre nombres de hauteur 'N = 3; d’une maniere 
gdnerale, apres ; que l’on aura ainsi! compte et classe les nombres dp la 
categoric (to) jusqu’a une hauteur determinee IV = IV,, on rangcra ii leur 
suite et par ordre de grandeurs croissantes les nombres reels algebriques 
de hauteur N = + 1. L’on obtient ainsi le systeme dc tous les nom- 

bres algebriques reels sous la forme: 

j i' ®n «»». «>' 

1 et i’ofi P eut , en se reportant a cette classification, parler du a itmc nombre 
. i algebrique reel, sans omettre aucun nombre du systeme (to). 
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§ 2 - 


Lorsquc l’on a unc suite infinie do nombrcs reels differents les uns 
des autres se sucecdant suivant unc loi detcrinince quelconque 


(4) 




l’on petit, dans chaque intervalle (a .... ft) donne d’avance, determiner 
un nombre jj> qui ne ! se trouve pas dans la suite (4); il existe, par conse- 
quent, uno infinite de tels nombrcs. Void la demonstration de ce theoreme. 

Partons de Fintervalle donne d’avance (a .... ft) et soit a < ft; 
dcsignons par a', ft' les deux premiers noinbres de la suite (4) divers 
entre eux, qui sont distincts de a, ft et qui sc trouvent dans cot inter- 
valle, et soit a! < ft'; dcsignons de meme par a.", ft", les deux premiers 
noinbres de notre suite divers entre eux, qui sc trouvent dans l’intervalle 
(a. 1 ... . ft') et soit a" < ft"; d’apres cette meme loi, formons un intervalle 
suivant (a'" .... ft"'), et ainsi de suite. D’apres cette definition, les nom- 


sont des nombrcs determines 


•de notre 


bres a', a", . 

suite (4) dont les indices k„ croissent constamment, et la meme chose a 
lieu pour les noinbres ft', ft" . . . .; de plus les nombres a', a", .... sont 
do grandeurs croissantes, les noinbres ft, ft", .... de grandeurs decrois- 
santes; chacun des intervalles (a ... . ft), (a' . . . . ft), (a" .... ft”), .... 
coinprend tous eeux qui le suivent. L’on ne peut alors concevoir quo 
deux : ea|s. ; : | ; j : | i j i; | i; I | : ! : ,j ; ■■ ' V 

| j | On Men le nombre des intervalles, quo l’on peut former ainsi est 
fini; soit (a 1 ' 1 . . . . y9 <v> ) le dernier d’entre eux; comme dans cet intervalle; 
se! trouve au plus un nombre de la suite (4), l’on peut prendre dans cet 
intervalle jun nombre jj qui n’appartient pas a la suite (4), et le theoreme 
est ainsi demontrti dans ce cas. 


Oii Men le nombre des intervalles ainsi formes est iitfini; alors, comme 
les ; nombres ; a, a!, a" .. . . croissent constamment sans croitre a l’infini, 
ils ont une certaine limitc «*; dc meme les nombres ft, ft, ft", qui 
decroissent constamment ont une certaine limite ft“. Si a“= ft™ (ce qui se 
prfisente toujours en appliquant cette methode au systcine (to) des nombres 
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algebriques reels), on s’assure facilemcnt en revenant it la definition des 
intervalles, quo le norabre rj — a* = fi" ne peut pas etre eompris dans 
notre suite; car si ee nombre vj etait eompris dans notre suite, l'on aurait 
■q = p ctant un indice dotermince; mais cela n’est pas possible, car 
u v ne se trouve pas dans l’intervalle (a (/>> .... fi'% tandis que le nombre 
q s’y trouve d’apres sa definition. Si, au contraire a" < fi" , tout notnbre 
vj, eompris dans l’intervalle («“ . . . . ji“) ou egal a 1’iine des limites, 
rcmplit la condition voulue de ne pas appartenir it la suite (4). 


Les tlic'oremes, quo nous: venous de demontrer pcuvcnt etre generalises 
de differentes facous;: nous 11 ’indiquerons iei que la proposition suivante: 
:«spit t;;; t) a , |. . . ., v . y ,, .... une suite linic ou intinie de nombres! lincaire- 
nient ! indcjlieridants,: c’est it dire de nombres tels qu’il n’existc entre eux; 
aucune equation de la forme 


(qu, + o 3 v a + + a„v„ == 0, 


lb 1 tl>! !: 


| i; j; : i fi 


les ; eoeffici'epts i tq , .... </„ etunt des eritiers qui ne sont pas tous rails 

it la ibis; coricevons 1c systcme (it) de tous les nombres ii qui peuvent 
etre reprcsentes par des fouctions rationncllcs it coefficients entiers des 
nombres donnes itfpijbi’jj,;, J j. jji.| Jj.:, 'iaLors,' jdans tout intervalle 
if luric .infinitdi'dc ;|noinbres qui ric : S(3nt |1 paS| contenus dans 
le systcme (U).» , 

En clfet, l’ou voit, it l’aide de| considerations analogues it celles qui 
out etc employees dans le § 1, que les j nombres de la eategorie (fi) peu- 
vent etre ranges on une suite dc la forme 

: j i | L;'.;. '.'a,,: H jj |i i;j ;■ ;|j; j ; ! ! '/ 

d’oii rcsulte le theoreme ! en question d’apres la proposition demon- 
tree § 2. 

M. 15. Miningeuade a demontre, par une reduction aux prineipes 
dc Galois, un cas tres-particulier du theoreme quo nous venons d’indi- 
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qucr, a savoir lc cas dans lequcl lcs nombres v v v,, .... v„ sont en 
nombro fini et clans lequel lc dcgre des fonctions rationnelles, qui ser- 
vent a former lcs nombres de la categoric (42) est donne d’avance. (Voir 
Matli. Annalen dc Clejjscii ct Neumann, T. Ill p. 497.) 


Berlin, lc 23 Deccmbre 1873. 



